
Ëåêöèÿ 17
ÑÕÅÌÛ Ñ ×ÈÑËÅÍÍÛÌ ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÅÌ
Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ÌÊÝ â ãàëåðêèíñêîì âàðèàíòå, êîòî-ðûé, â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî áèëèíåéíàÿ è ëèíåéíàÿ �îðìû â èñ-õîäíîé çàäà÷å è â êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñîâïàäàþò. Îäíàêî ñîõðàíåíèå ýòî-ãî ïðåäïîëîæåíèÿ äåëàåò ðàññìîòðåííûå íàìè ÌÊÝ ïðàêòè÷åñêè íåðåà-ëèçóåìûìè, èáî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû æåñòêîñòè è âåêòîðà íàãðóçêèíóæíî âû÷èñëÿòü íåêîòîðûå èíòåãðàëû, êîòîðûå â ýëåìåíòàðíûõ �óíê-öèÿõ ìîãóò íå âûðàæàòüñÿ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå ïðèáëè-æåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ, à ýòî ñðàçó âûâîäèò íàñ çà ðàìêè ìåòîäà�àëåðêèíà. Â ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, íè÷åãî ñòðàøíîãî íåò; ïðîñòî òåïåðüíóæíî åùå óìåòü îöåíèâàòü âëèÿíèå ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íàòî÷íîñòü ïîëó÷àåìîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Öåëüþ íàñòîÿùåé ëåêöèèêàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå ýòîãî âîïðîñà. Â ÷àñòíîñòè, áóäóò óêàçàíûóñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ òî÷íîñòü êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ðåøå-íèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íå óìåíüøàåòñÿïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ãàëåðêèíñêèì âàðèàíòîì.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñÿêàÿ âñÿ÷èíà�àññìîòðèì (ñì. ï. 1 ëåêöèè 11) çàäà÷ó îòûñêàíèÿ �óíêöèè

u ∈ H : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H. (1)205



206 Ëåêöèÿ 17�àíüøå ýòó çàäà÷ó ìû ðåøàëè ïðèáëèæåííî ïðè ïîìîùè ÌÊÝ ãàëåðêèí-ñêîãî òèïà. Èìåííî, èñêàëè
uh ∈ Hh ⊂ H : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ Hh. (2)Òåïåðü âìåñòî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh � ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) � áóäåìèñêàòü "âîçìóùåííîå" ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

uh
∗ ∈ Hh : a∗(u

h
∗, v

h) = l∗(v
h) ∀vh ∈ Hh. (3)Áóäåì ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî áèëèíåéíàÿ �îðìà a∗(wh, vh) ðàâíî-ìåðíî Hh-ýëëèïòè÷íà, ò.å.

∃ θ > 0, θ 6= θ(h), ∀vh ∈ Hh, θ‖vh‖2
H 6 a∗(v

h, vh). (4)Íàøà çàäà÷à � îöåíèòü âëèÿíèå âîçìóùåíèé �îðì a(wh, vh) è l(vh), îïðå-äåëÿåìûõ a∗(wh
∗ , v

h) è l∗(vh), íà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uh.Ïðè àíàëèçå ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèé ïîëåçíàÒåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4). Òîãäà äëÿ ðàçíîñòè ðåøåíèéçàäà÷ (2) è (3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖uh − uh

∗‖2
H 6

1

θ

[
|a∗(uh, uh − uh

∗) − a(uh, uh − uh
∗)|+

+ |l∗(uh − uh
∗) − l(uh − uh

∗)|
]
.

(5)Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ (2) è (3), íàõîäèì, ÷òî
a∗(u

h − uh
∗ , u

h − uh
∗) = a∗(u

h, uh − uh
∗) − a∗(u

h
∗, u

h − uh
∗) =

= a∗(u
h, uh − uh

∗) − l∗(u
h − uh

∗) =

=
[
a∗(u

h, uh − uh
∗) − a(uh, uh − uh

∗)
]
−
[
l∗(u

h − uh
∗) − l(uh − uh

∗)
]
.Ïðèíèìàÿ òåïåðü âî âíèìàíèå óñëîâèå (4), ïðèõîäèì ê (5).Ïðèìåíèì äîêàçàííóþ òåîðåìó äëÿ àíàëèçà ÌÊÝ, â êîòîðîì êîý��è-öèåíòû áèëèíåéíîé è ëèíåéíîé �îðì çàìåíåíû èõ ïðèáëèæåíèÿìè.



1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñÿêàÿ âñÿ÷èíà 207Ïðèìåð 1. Ïóñòü
a(w, v) =

∫ 1

0

(p(x)w′v′ + q(x)wv) dx =

N∑

i=1

∫

e(i)

(pw′v′ + qwv) dx,

l(v) =

N∑

i=1

∫

e(i)

fv dx,

a∗(w, v) =
N∑

i=1

∫

e(i)

(p∗w
′v′ + q∗wv) dx, l∗(v) =

N∑

i=1

∫

e(i)

f∗v dx

(6)
è äëÿ êîý��èöèåíòîâ p(x), q(x) è p∗(x), q∗(x) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16).Òîãäà óñëîâèå (4) òîæå âûïîëíåíî. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà Êîøè - Áóíÿ-êîâñêîãî è Êîøè, íàõîäèì, ÷òî

|a∗(w, v) − a(w, v)| =

∣∣∣∣
N∑

i=1

∫

e(i)

[(p(i)
∗ − p)w′v′ + (q(i)

∗ − q)wv] dx

∣∣∣∣6

6

N∑

i=1

max
e(i)

(
|p(i)

∗ − p| + |q(i)
∗ − q|

)∫

e(i)

(|w′v′| + |wv|)dx 6

6 max
i

max
x∈e(i)

(
|p(i)

∗ − p(x)| + |q(i)
∗ − q(x)|

)
‖w‖1‖v‖1.

(7)
Àíàëîãè÷íî

|l∗(v) − l(v)| 6 max
i

max
x∈e(i)

|f (i)
∗ − f(x)| ‖v‖1. (8)Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü îöåíêè (7) è (8) ïðè w = uh è v = uh − uh

∗ â (5), áóäåìèìåòü
‖uh − uh

∗‖1 6
1

θ

{
max

i
max
x∈e(i)

(
|p(i)

∗ − p(x)| + |q(i)
∗ − q(x)|

)
‖uh‖1+

+ max
i

max
x∈e(i)

|f (i)
∗ − f(x)|

}
. (9)Èç ðàññóæäåíèé òèïà èñïîëüçîâàííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 14.1âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh(x) ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ



208 Ëåêöèÿ 17îöåíêà (14.14), ò.å. ‖uh‖1 6 c ‖f‖0 = 
onst. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â (9),íàõîäèì, ÷òî
‖uh − uh

∗‖1 6 c max
i

max
x∈e(i)

(
|p(i)

∗ − p(x)| + |q(i)
∗ − q(x)| + |f (i)

∗ − f(x)|
)

.Ïóñòü p(x), q(x), f(x) ∈ C1[0, 1] è g
(i)
∗ � èíòåðïîëÿíò íóëåâîé ñòåïåíèíà e(i) �óíêöèè g(x). Òîãäà

max
x∈e(i)

(
|p(i)

∗ − p(x)| + |q(i)
∗ − q(x)| + |f (i)

∗ − f(x)|
)

= O(h),ãäå h = max
i

h(i), è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖uh − uh

∗‖1 = O(h).Åñëè uh ∈ Sh
1 , òî â ñèëó òåîðåìû 12.3 ‖u − uh‖1 = O(h) , à ïîýòîìó è

‖u − uh
∗‖1 6 ‖u − uh‖1 + ‖uh − uh

∗‖1 = O(h),ò.å. óêàçàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êîý��èöèåíòîâ p, q è f íå óìåíüøàåò ïî-ðÿäêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÌÊÝ â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà H1.Çàìå÷àíèå 1. Ïðè òàêîé àïïðîêñèìàöèè êîý��èöèåíòîâ ñêîðîñòü ñõî-äèìîñòè â L2 è ñóïåðñõîäèìîñòü â óçëàõ xi äëÿ uh
∗ ∈ Sh

1 , âîîáùå ãîâîðÿ,íå ñîõðàíÿåòñÿ.Åñëè a∗(w, v) è l∗(v) ñòðîÿòñÿ ïî a(w, v) è l(v) ïðè ïîìîùè êâàäðàòóð-íûõ �îðìóë, òî äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè uh
∗ òåîðåìà 1 îêàçûâàåòñÿ íå ñòîëüïîëåçíîé. Çäåñü íàì ïîòðåáóåòñÿ áîëåå òîíêàÿÒåîðåìà 2 (ëåììà Ñòðåíãà). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (4) è áèëèíåéíàÿ�îðìà a(w, v) íåïðåðûâíà, ò.å.

∃ θ > 0, ∀w, v ∈ H, |a(w, v)| 6
1

θ
‖w‖H‖v‖H , (10)òî

‖u − uh
∗‖H 6 c

{
inf

wh∈Hh

[
‖u − wh‖H + sup

vh∈Hh

|a(wh, vh) − a∗(wh, vh)|
‖vh‖H

]
+

+ sup
vh∈Hh

|l(vh) − l∗(vh)|
‖vh‖H

}
. (11)



1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñÿêàÿ âñÿ÷èíà 209Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü wh è vh � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç ïðî-ñòðàíñòâà Hh. Òîãäà
a∗(u

h
∗ − wh, vh) = a∗(u

h
∗, v

h) − a∗(w
h, vh) =

= l∗(v
h) − a∗(w

h, vh) − l(vh) + a(u, vh) − a(wh, vh) + a(wh, vh) =

= a(u − wh, vh) + [a(wh, vh) − a∗(w
h, vh)] + [l∗(v

h) − l(vh)].Ïîëàãàÿ çäåñü vh = uh
∗−wh è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4) è (10), çàêëþ÷àåì,÷òî

θ‖uh
∗ − wh‖H 6

1

θ
‖u − wh‖H+

+
|a(wh, uh

∗ − wh) − a∗(wh, uh
∗ − wh)|

‖uh
∗ − wh‖H

+
|l∗(uh

∗ − wh) − l(uh
∗ − wh)|

‖uh
∗ − wh‖H

6

6
1

θ
‖u − wh‖H + sup

vh

|a(wh, vh) − a∗(wh, vh)|
‖vh‖H

+ sup
vh

|l∗(vh) − l(vh)|
‖vh‖H

.Êîìáèíèðóÿ ýòó îöåíêó ñ íåðàâåíñòâîì
‖u − uh

∗‖H 6 ‖u − wh‖H + ‖uh
∗ − wh‖Hè áåðÿ íèæíþþ ãðàíü ïî wh ∈ Hh, ïîëó÷èì (11).Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë, èñïîëüçóåìûõ ïðè âû-÷èñëåíèè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû æåñòêîñòè è âåêòîðà íàãðóçêè, íà òî÷íîñòüìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå íîðìû, êîòîðûåðàíüøå â ýòîì òåêñòå íå âñòðå÷àëèñü. Èìåííî, ïóñòü

‖v‖Lp
:=

(∫ 1

0

|v(x)|p dx

)1/p

, 1 6 p < ∞åñòü íîðìà áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1) �óíêöèé, ìîäóëü êîòîðûõ ñóì-ìèðóåì ñ p-îé ñòåïåíüþ. Ýòà íîðìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé p ∈
[1,∞) ãèëüáåðòîâîé íîðìû L2(0, 1). Äàëåå, ïóñòü

‖v‖L∞
:= vray max

x∈[0,1]

|v(x)| ≡ ess sup
x∈[0,1]

|v(x)| := lim
p→∞

‖v‖Lp
.Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî L∞(0, 1) ñîñòîèò èç ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ�óíêöèé, ò.å. èç �óíêöèé, êîòîðûå ëèáî ñàìè îãðàíè÷åíû, ëèáî ñòàíî-âÿòñÿ òàêîâûìè ïîñëå èñïðàâëåíèÿ íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü. Íàïðèìåð,



210 Ëåêöèÿ 17�óíêöèÿ, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 1, èìååò L∞-íîðìó ðàâíóþ 1, â òî âðåìÿêàê åå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî 2.
•

x

1

2

1�èñ. 1Îòìåòèì, ÷òî åñëè v(x) ∈ C[0, 1], òî ‖v‖C = ‖v‖L∞
.Íàêîíåö, ïóñòü

‖v‖W s
p

:=

(
s∑

l=0

‖v(l)‖p
Lp

)1/p

∼
s∑

l=0

‖v(l)‖Lp
, 1 6 p 6 ∞åñòü íîðìà ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà W s

p (0, 1)�óíêöèé, ÷üè l-å îáîáùåí-íûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà s ñóììèðóåìû ñ p -îé ñòåïåíüþ. Èçâåñòíî,÷òî ïðè p 6 q ïðîñòðàíñòâî W s
q âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî W s

p , è èìååòìåñòî íåðàâåíñòâî
‖v‖W s

p
6 ‖v‖W s

q
, p 6 q. (12)Åñëè ââåäåííûå íîðìû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èçìåðåíèÿ �óíêöèé,çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå, îòëè÷íîì îò åäèíè÷íîãî îòðåçêà, òî ýòî ìíîæå-ñòâî áóäåò óêàçàíî â ñêîáêàõ ðÿäîì ñ èäåíòè�èêàòîðîì íîðìû, íàïðèìåð,

W s
p (e(i)).Íàïîìíèì, ÷òî îöåíèòü ñâåðõó íåêîòîðóþ íîðìó �óíêöèè ÷åðåç åå áî-ëåå ñëàáóþ íîðìó, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ. Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâà îöåí-êà(11.18) èç ëåììû 11.1, à îáðàòíîå íåðàâåíñòâî íåâîçìîæíî. Îäíàêî,ýòîò çàïðåò ñíèìàåòñÿ äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðè ýòîì ïî-ñòîÿííàÿ â îáðàòíîì íåðàâåíñòâå ñòàíîâèòñÿ çàâèñÿùåé îò ðàçìåðíîñòèðàññìàòðèâàåìîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. ×àñòíûé ñëó÷àé òàêèõîöåíîê ñîäåðæèò



1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âñÿêàÿ âñÿ÷èíà 211Ëåììà 1 (îáðàòíîå íåðàâåíñòâî). Ïóñòü �óíêöèÿ vh(x) òàêîâà, ÷òî
vh|e(i) ∈ Pk(e

(i)). Òîãäà äëÿ ëþáûõ öåëûõ l 6 m 6 k

∣∣ vh
∣∣
Hm(e(i))

6 c
(
h(i)
)l−m ∣∣ vh

∣∣
H l(e(i))

, (13)ãäå c � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò h(i).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ŵ(t) = (v̂(t))(l), ãäå v̂(t) ∈ P̂k. Â ñèëó îïðå-äåëåíèÿ ïîëóíîðìû è êîíå÷íîìåðíîñòè P̂k ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
|ŵ|m−l 6 ‖ŵ‖m−l 6 c ‖ŵ‖0 = c|ŵ|0.Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïðåäñòàâëåíèå ŵ(t), áóäåì èìåòü
|v̂(l)|m−l = |v̂|m 6 c |v̂(l)|0 = c |v̂|l. (14)Ïîñòîÿííàÿ c çäåñü è âûøå çàâèñèò òîëüêî îò k. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðå-ìåííîé

t = (x − xi−1)/h
(i). (15)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

v̂(t) = v̂

(
x − xi−1

h(i)

)
= vh(x), x ∈ e(i),ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

|v̂|j =
(
h(i)
)j−1/2

|vh|Hj(e(i)), j = 0, . . . , k. (16)Óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (14).Ïðè èññëåäîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ î÷åíü ïîëåçíà ñëåäóþ-ùàÿËåììà 2 (Áðýìáëà-�èëáåðòà). Ïóñòü f � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíê-öèîíàë, çàäàííûé íà ïðîñòðàíñòâå W s
p (0, 1) è îáðàùàþùèéñÿ â íóëü íàïîëèíîìàõ p(x) ∈ Ps−1(0, 1). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿïîñòîÿííàÿ c, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò �óíêöèîíàëà, ÷òî

|f(v)| 6 c |v|W s
p

∀ v ∈ W s
p (0, 1).



212 Ëåêöèÿ 17Äîêàçàòåëüñòâî, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå, ïðîâåäåì ïðèäîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî p > 2 è f íåïðåðûâåí è íà Hs. Âñèëó ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïðè ëþáîé v ∈ W s
p (0, 1), p > 2, ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî

|f(v)| 6 c ‖v‖s.Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû äëÿ ëþáîãî p(x) ∈ Ps−1(0, 1)

f(v + p) = f(v),÷òî âìåñòå ñ ïðåäûäóùèì íåðàâåíñòâîì ïðèâîäèò ê îöåíêå
|f(v)| 6 c ‖v + p‖s,à åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ëåììó 13.11, òî áóäåì èìåòü
|f(v)| 6 c ˜‖v + p‖s.Âûáèðàÿ òåïåðü p(x) ∈ Ps−1(0, 1) ñîãëàñíî ëåììå 13.12, íàéäåì, ÷òî

|f(v)| 6 c |v|s.Óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò îòñþäà è èç (12).2. Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòóðÏóñòü ĝ(t) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà [0, 1]. Äëÿ ïðèáëè-æåííîãî âû÷èñëåíèÿ ∫ 1

0 ĝ(t)dt ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êâàäðàòóðíóþ �îð-ìóëó
Ŝ(ĝ) :=

L∑

l=1

ω̂lĝ(t∗l ), (17)ãäå ω̂l � âåñà êâàäðàòóðíîé �îðìóëû, à t∗l � óçëû. Ïóñòü ýòà êâàäðàòóð-íàÿ �îðìóëà òî÷íà íà ïîëèíîìàõ m-îé ñòåïåíè, ò.å.
Ê(p̂) :=

∫ 1

0

p̂(t) dt − Ŝ(p̂) = 0 ∀ p̂ ∈ Pm(0, 1). (18)



2. Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòóð 213Êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà Ŝ(ĝ) èíäóöèðóåò êâàäðàòóðíûå �îðìóëû íà êî-íå÷íûõ ýëåìåíòàõ e(i) = [xi−1, xi]. Èìåííî, äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîé (15),ïîëó÷èì
∫

e(i)

g(x) dx = h(i)

∫ 1

0

g(xi−1 + h(i)t) dt = h(i)

∫ 1

0

ĝ(i)(t) dt ∼

∼ h(i)Ŝ
(
ĝ(i)
)

=
L∑

l=1

ω
(i)
l g(xi−1 + h(i)t∗l ) =

L∑

l=1

ω
(i)
l g
(
x

(i)
l

)
= S(i)(g).

(19)
Çäåñü

ω
(i)
l = h(i)ω̂l, x

(i)
l = xi−1 + h(i)t∗l . (20)Ïîëîæèì

a∗(w, v) :=

N∑

i=1

S(i)(pw′v′ + qwv), l∗(v) :=

N∑

i=1

S(i)(fv). (21)Òîãäà
a(w, v) − a∗(w, v) =

N∑

i=1





∫

e(i)

(pw′v′ + qwv) dx − S(i)(pw′v′ + qwv)



 =

=
N∑

i=1

{
E(i)(pw′v′) + E(i)(qwv)

}
, (22)ãäå

E(i)(g) =

∫

e(i)

g(x) dx − S(i)(g), (23)à
l(v) − l∗(v) =

N∑

i=1

E(i)(fv). (24)Òåì ñàìûì, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2, íóæíî óìåòü îöåíèâàòü
E(i) èç (23) îò ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãóìåíòîâ.



214 Ëåêöèÿ 17Ëåììà 3. Ïóñòü �óíêöèè vh(x) è wh(x) òàêîâû, ÷òî èõ ñóæåíèÿ íàêîíå÷íûé ýëåìåíò e(i) ñóòü ïîëèíîìû ñòåïåíåé k1 = k′
1 + k̄1 è k2 =

k′
2 + k̄2, ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

vh(x)
∣∣
e(i)∈ Pk1

(
e(i)
)
, wh(x)

∣∣
e(i)∈ Pk2

(
e(i)
)
, (25)à a(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà, åñëè êâàäðàòóðíàÿ �îð-ìóëà Ŝ(ĝ) òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè m > k̄1 + k̄2, ò.å.

Ê(p̂) = 0 ∀ p̂ ∈ P̂m, m > k̄1 + k̄2, (26)òî
∣∣ E(i)(awhvh)

∣∣6 c hm+1−k̄1−k̄2‖a‖Wm+1
∞ (e(i))‖wh‖

Hk′2(e(i))
‖vh‖

Hk′1(e(i))
, (27)ãäå k′

l è k̄l � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à ïîñòîÿííàÿ c íå çàâèñèòîò h.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû Áðýìáëà-�èëáåðòà
|Ê(ĝ)| 6 ĉ |ĝ|Wm+1

∞
.Ïóñòü

ĝ(t) = â(t)ŵ(t)v̂(t), v̂(t) ∈ P̂k1, ŵ(t) ∈ P̂k2. (28)Òîãäà íà îñíîâàíèè �îðìóëû Ëåéáíèöà è â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè P̂k1
è

P̂k2

∣∣ Ê(ĝ)
∣∣6 ĉ

∣∣ ĝ
∣∣
Wm+1

∞

6 ĉ

m+1∑

j=0

j∑

l=0

∣∣ â
∣∣
Wm+1−j

∞

∣∣ ŵ
∣∣
W l

∞

∣∣ v̂
∣∣
W j−l

∞

6

6 ĉ
m+1∑

j=0

j∑

l=0

∣∣ â
∣∣
Wm+1−j

∞

∣∣ ŵ
∣∣
l

∣∣ v̂
∣∣
j−l

.

(29)
Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé (15). Î÷åâèäíî, ÷òî

∣∣ â
∣∣
Wm+1−j

∞

=
(
h(i)
)m+1−j|a|Wm+1−j

∞ (e(i)).



2. Èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòóð 215Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòî ñîîòíîøåíèå è ñîîòíîøåíèÿ (16), èç (29) ñó÷åòîì (28) íàõîäèì, ÷òî
∣∣ E(i)(awhvh)

∣∣= h(i)
∣∣ Ê(âŵv̂)

∣∣6

6 c
(
h(i)
)m+1

m+1∑

j=0

j∑

l=0

|a|Wm+1−j
∞ (e(i))|wh|H l(e(i))|vh|Hj−l(e(i)) 6

6 c
(
h(i)
)m+1‖a‖Wm+1

∞ (e(i))‖wh‖Hk2(e(i))‖vh‖Hk1(e(i)).Íî â ñèëó îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà (13)
‖ · ‖Hkj (e(i)) 6 c

(
h(i)
)−k̄j‖ · ‖

H
k′
j (e(i))

. j = 1, 2.Êîìáèíèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ ïðåäûäóùåé îöåíêîé, ïîëó÷èì (27).Çàìå÷àíèå 2. Ïóòåì óñëîæíåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêà (27) ëåììû 3ìîæåò áûòü óñèëåíà çà ñ÷åò îñëàáëåíèÿ òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè �óíêöèè
a(x).Òåîðåìà 2, äàþùàÿ îöåíêó òî÷íîñòè âîçìóùåííîé çàäà÷è, ñîäåðæèòóñëîâèå (4) � óñëîâèåHh-ýëëèïòè÷íîñòè âîçìóùåííîé êâàäðàòè÷íîé �îð-ìû. Âûÿñíèòü îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà êâàäðàòóðíóþ �îðìóëóäëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ, íàì ïîìîæåòËåììà 4. Ïóñòü A è B � ñèììåòðè÷íûå íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöûñ ñîâïàäàþùèìè ÿäðàìè. Òîãäà îòâå÷àþùèå èì êâàäðàòè÷íûå �îðìûýêâèâàëåíòíû, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ δ > 0, ÷òî

∀x ∈ Rn δ xTBx 6 xTAx 6 δ−1xTBx, δ > 0. (30)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z = kerA = kerB, p = dim Z < n è Rn =
Z ⊕ Y. Ïîñêîëüêó Az = Bz = 0 ïðè z ∈ Z, à Ay ∈ Y ∋ By ïðè y ∈ Y,òî äëÿ ëþáîãî x = z + y

xTAx = yTAy, xTBx = yTBy. (31)Îáîçíà÷èì ÷åðåç λp+1 ìèíèìàëüíîå îòëè÷íîå îò íóëÿ ñîáñòâåííîå çíà÷å-íèå ìàòðèöû A, à ÷åðåç λn � åå ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Äëÿìàòðèöû B àíàëîãè÷íóþ ðîëü èãðàþò ÷èñëà µp+1 è µn. Î÷åâèäíî, ÷òî
λp+1‖y‖2

6 yTAy 6 λn‖y‖2,

µp+1‖y‖2
6 yTBy 6 µn‖y‖2



216 Ëåêöèÿ 17è, ñëåäîâàòåëüíî,
λp+1

µn
yTBy 6 yTAy 6

λn

µp+1
yTBy.Îòñþäà è èç (31) ïðèõîäèì ê (30) ñ δ = min{λp+1/µn, µp+1/λn}.Ëåììà 5. Ïóñòü vh ∈ Sh

k , è äëÿ ∫ 1

0 ĝ(t)dt çàäàíà êâàäðàòóðíàÿ �îð-ìóëà (17) ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè ωl > 0. Òîãäà äëÿ ñïðàâåäëèâîñòèíåðàâåíñòâà
c
∣∣ vh

∣∣2
1
6

N∑

i=1

S(i)
(
|dvh/dx|2

)
6 c−1

∣∣ vh
∣∣2
1
, c 6= c(h), (32)äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:1◦ ÷èñëî óçëîâ êâàäðàòóðíîé �îðìóëû L > k,2◦ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà Ŝ òî÷íà íà P̂2(k−1).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (19) äîêàçûâàåìàÿ îöåíêà (32) ýêâèâàëåíò-íà íåðàâåíñòâó

c |v̂|21 6 Ŝ
(
|dv̂/dt|2

)
6 c−1 |v̂|21 v̂ ∈ P̂k. (33)Ïîñêîëüêó (dv̂/dt

)2 ∈ P̂2(k−1), òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2◦
|v̂|21 = Ŝ

(
|dv̂/dt|2

)è íåðàâåíñòâà (32) èìåþò ìåñòî ñ c = 1.Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1◦. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ = [ϕ̂1ϕ̂2 . . . ϕ̂k+1] ìàò-ðèöó �óíêöèé �îðìû áàçèñíîãî ýëåìåíòà ê = [0, 1], à ÷åðåç
v̂ = [v̂1 v̂2 . . . v̂k+1]

T� åãî âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé. Òîãäà v̂(t) = Φ̂v̂ è
|v̂|21 =

∫ 1

0

∣∣ dΦ̂/dt v̂
∣∣2 dt = v̂T K̂v̂,ãäå

K̂ =
[
k̂ij

]
, k̂ij =

∫ 1

0

dϕ̂i/dt dϕ̂j/dt dt.
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Ŝ
(
|dv̂/dt|2

)
= v̂T K̂∗v̂,ãäå

K̂∗ =
[
k̂∗ij

]
, k̂∗ij = Ŝ

(
dϕ̂i/dt dϕ̂j/dt

)
.Ïîêàæåì, ÷òî ÿäðà ýòèõ ìàòðèö ñîâïàäàþò. Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè |v̂|1 =

0, òî v̂(t) = 
onst, ò.å.
v̂1 = v̂2 = · · · = v̂k+1. (34)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè âåñîâ êâàäðàòóðíîé �îðìóëûðàâåíñòâî Ŝ(|dv̂/dt|2) = 0 âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà íåîòðèöàòåëüíàÿ�óíêöèÿ (dv̂/dt)2 îáðàùàåòñÿ â íóëü âî âñåõ óçëàõ êâàäðàòóðíîé �îðìó-ëû, ò.å.

|dv̂/dt|
∣∣∣∣
t=t∗l

= 0, l = 1, . . . , L.Ïîñêîëüêó dv̂/dt ∈ P̂k−1, à L > k, òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò èìåòü ìåñòîòîëüêî äëÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé �óíêöèè dv̂/dt ≡ 0, 0 6 t 6 1. Ïîýòîìó
v̂(t) ≡ 
onst è v̂1 = v̂2 = · · · = v̂k+1, ÷òî ñîâïàäàåò ñ (34).Èòàê, ÿäðà K̂ è K̂∗ ñîâïàäàþò. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû K̂ çàâèñÿòòîëüêî îò âûáðàííûõ �óíêöèé �îðìû è íå çàâèñÿò îò ðàçáèåíèÿ îòðåçêà
[0, 1] íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû K̂∗ çàâèñÿò åùåîò êâàäðàòóðíîé �îðìóëû Ŝ, íî òàêæå íå çàâèñÿò îò ýëåìåíòîâ e(i). Ýòèðàññóæäåíèÿ âìåñòå ñ ëåììîé 4 ïðèâîäÿò ê (33), à, ñëåäîâàòåëüíî, è ê(32).Ëåììà 6. Ïóñòü vh ∈ S̃h

k èç (12.17), áèëèíåéíàÿ �îðìà a∗(wh, vh) çà-äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (21), à êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà Ŝ ïîä÷èíåíà óñëî-âèÿì ëåììû 5. Òîãäà, åñëè äëÿ êîý��èöèåíòîâ p(x) è q(x) âûïîëíåíûóñëîâèÿ (11.16), òî
a∗(v

h, vh) > c ‖vh‖2
1, c 6= c(h).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âåñîâûå êîý��èöèåíòû êâàäðàòóðíîé�îðìóëû ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, òî â ñèëó (11.16) èç (17) ñëå-äóåò, ÷òî

a∗(v
h, vh) > c0

N∑

i=1

S(i)
(
|dvh/dx|2

)
,



218 Ëåêöèÿ 17à ïðèìåíåíèå ëåììû 5 ïðèâîäèò ê îöåíêå
a∗(v

h, vh) > c0 c |vh|21.Â ñèëó ëåììû 11.2 ïðè v ∈ H̃1(0, 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà |v|1 > ‖v‖0.Ïîñêîëüêó S̃h
k ⊂ H̃1(0, 1), à vh ∈ S̃h

k , òî îêîí÷àòåëüíî
a∗(v

h, vh) >
c0 c

2
‖vh‖2

1, vh ∈ S̃h
k .Òåîðåìà 3. Ïóñòü êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà èìååò ïîëîæèòåëüíûå êî-ý��èöèåíòû, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íà ìíîãî÷ëåíàõ èç P̂m, m > k−1, è ÷èñ-ëî åå óçëîâ L > k. Òîãäà, åñëè u(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (1), (6), (11.15), èâûïîëíåíû óñëîâèÿ (11.16), (11.17), à uh

∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (3), (21) ïðè
Hh = S̃h

k , òî
‖u − uh

∗‖1 6

6 c

{
hk|u|k+1 + hm−k+2

[(
‖p‖Wm+1

∞
+ ‖q‖Wm+1

∞

)
‖u‖k+1 + ‖f‖Wm+1

∞

]}
.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ëåììà 6 èìååò ìå-ñòî, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèÿ (4) òåîðåìû 2 âûïîëíåíû. Â ñèëóýòîé òåîðåìû ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u − uh
∗‖1 6 c

{
inf

wh∈S̃h
k

[
‖u − wh‖1 + sup

vh∈S̃h
k

|a(wh, vh) − a∗(wh, vh)|
‖vh‖1

]
+

+ sup
vh∈S̃h

k

|l(vh) − l∗(vh)|
‖vh‖1

}
.Ïîëîæèì çäåñü wh = ih,ku è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 12.4, â ñèëó êîòîðîé

‖u − ih,ku‖1 6 c hk|u|k+1.Áóäåì èìåòü
‖u − uh

∗‖1 6 c

{
hk|u|k+1 + sup

vh∈S̃h
k

|a(ih,ku, vh) − a∗(ih,ku, vh)|
‖vh‖1

+

+ sup
vh∈S̃h

k

|l(vh) − l∗(vh)|
‖vh‖1

}
.

(35)
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|a(wh, vh) − a∗(w

h, vh)| =

∣∣∣∣
N∑

i=1

[
E(i)

(
p
dwh

dx

dvh

dx

)
+ E(i)(qwhvh)

] ∣∣∣∣, (36)òî ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 3, äà íå îäèí ðàç. Çàìåíèì ñíà÷àëà âëåììå 3 �óíêöèþ vh íà dvh/dx, à wh íà dwh/dx è ïîëîæèì a(x) = p(x).Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî k1 = k2 = k − 1. Ïîëîæèì òåïåðü k′
1 = 0, à

k′
2 = k− 1, ò.å. k̄1 = k− 1, k̄2 = 0. Òîãäà íåðàâåíñòâî (27) ëåììû 3 ïðèìåòâèä

∣∣∣∣ E
(i)

(
p
dwh

dx

dvh

dx

) ∣∣∣∣6 c hm−k+2‖p‖Wm+1
∞ (e(i))‖wh‖Hk(e(i))‖vh‖H1(e(i)).Åñëè æå â ëåììå 3 �óíêöèè wh è vh îñòàâèòü íà ìåñòå è ïîëîæèòü a(x) =

q(x), òî k1 = k2 = k. Ïóñòü, êðîìå òîãî, k′
1 = 1, à k′

2 = k, ò.å. k̄1 = k − 1,
k̄2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü

∣∣ E(i)
(
qwhvh

) ∣∣6 c hm−k+2‖q‖Wm+1
∞ (e(i))‖wh‖Hk(e(i))‖vh‖H1(e(i)).Îòñþäà è èç ïðåäøåñòâóþùåãî íåðàâåíñòâà íàõîäèì, ÷òî

∣∣∣∣ E
(i)

(
p
dwh

dx

dvh

dx
+ qwhvh

) ∣∣∣∣6

6 c hm−k+2
(
‖p‖Wm+1

∞ (e(i)) + ‖q‖Wm+1
∞ (e(i))

)
‖wh‖Hk(e(i))‖vh‖H1(e(i)).Ýòè îöåíêè ïîäñòàâèì â (36) è ê ðåçóëüòàòó ïîäñòàíîâêè ïðèìåíèì íåðà-âåíñòâî Êîøè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áóäåì èìåòü

∣∣ a(wh, vh) − a∗(w
h, vh)

∣∣6
N∑

i=1

∣∣∣∣ E
(i)

(
p
dwh

dx

dvh

dx
+ qwhvh

) ∣∣∣∣6

6 c hm−k+2
(
‖p‖Wm+1

∞
+ ‖q‖Wm+1

∞

)
√√√√

N∑

i=1

‖wh‖2
Hk(e(i))

‖vh‖1.

(37)
Îöåíèì ‖ih,ku‖Hk(e(i)). Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è îöåíîê (12.23)

‖ih,ku‖Hk(e(i)) 6 ‖u‖Hk(e(i)) + ‖u − ih,ku‖Hk(e(i)) 6

6 ‖u‖Hk(e(i)) + c h |u|Hk+1(e(i)) 6 c ‖u‖Hk+1(e(i)).



220 Ëåêöèÿ 17Ïîëàãàÿ â (37) wh = ih,ku è èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, áóäåì èìåòü
∣∣ a(ih,ku, vh) − a∗(ih,ku, vh)

∣∣6
6 c hm−k+2

(
‖p‖Wm+1

∞
+ ‖q‖Wm+1

∞

)
‖u‖k+1‖vh‖1.

(38)Îáðàòèìñÿ ê ïîñëåäíåìó ñëàãàåìîìó ïðàâîé ÷àñòè (35)
l(vh) − l∗(v

h) =

N∑

i=1

E(i)(fvh). (39)Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 3 òåïåðü ïðè a(x) = f(x), wh = 1 è vh. Òîãäà
k1 = k, k2 = k′

2 = k̄2=0. Ïîëîæèì k′
1 = 1, ò.å. k̄1 = k − 1. Ïðè óêàçàííûõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç (27) ñëåäóåò, ÷òî

∣∣ E(i)(fvh)
∣∣6 c hm−k+2‖f‖Wm+1

∞ (e(i))‖vh‖H1(e(i)).Îòñþäà è èç (39) ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà Êîøè ïîëó÷àåì îöåíêó
∣∣ l(vh) − l∗(v

h)
∣∣6 c hm−k+2‖f‖Wm+1

∞
‖vh‖1.Êîìáèíèðóÿ (38) è ýòî íåðàâåíñòâî ñ (36), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.Çàìå÷àíèå 3. Èç òåîðåì 3 è 12.5 ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê òî÷íîñòè â íîð-ìå ïðîñòðàíñòâà H1 ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh

∗ íå óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâ-íåíèþ ñ uh, åñëè èñïîëüçóåìûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû áóäóò òî÷íû íàìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè m > 2(k − 1). Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêèõ m ãëàâíûé÷ëåí áèëèíåéíîé �îðìû
∫ 1

0

p(x)
duh

dx

dvh

dx
dxáóäåò âû÷èñëÿòüñÿ òî÷íî, åñëè uh, vh ∈ Sh

k , à p ≡ 
onst.Çàìå÷àíèå 4. Òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè êîý��èöèåíòîâ p(x), q(x) è ïðà-âîé ÷àñòè f(x) ìîãóò áûòü ñíèæåíû, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå çàìå÷à-íèå 2.



3. Îöåíêè â ñëàáûõ íîðìàõ 2213. Îöåíêè â ñëàáûõ íîðìàõÂ ÷åòûðíàäöàòîé ëåêöèè áûëî ïîêàçàíî (òåîðåìû 14.3 è 14.4), ÷òî âñëàáûõ íîðìàõ (‖ · ‖−s) òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh ∈ Sh
k ïîâû-øàåòñÿ äî O(hk+s+1), s 6 k− 1. Èíòåðåñíî âûÿñíèòü, ñîõðàíÿþòñÿ ëè ýòèîöåíêè äëÿ uh

∗ , è, åñëè ñîõðàíÿþòñÿ, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà êâàäðà-òóðíóþ �îðìóëó Ŝ. ×òîáû âûÿñíèòü ýòî, íàì ïîòðåáóåòñÿ óòâåðæäåíèå,â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷íîå òåîðåìå 2.Ïóñòü w � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:
w ∈ H : a(v, w) = lϕ(v) ∀ v ∈ H. (40)Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ′ ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê W ⊂ L2(0, 1).Òåîðåìà 4. Åñëè u, uh

∗ è w � ðåøåíèÿ çàäà÷ (1), (3) è (40), ñîîòâåò-ñòâåííî, òî
‖u − uh

∗‖W ′ = sup
ϕ∈W

1

‖ϕ‖W
inf

vh∈Hh

{
a(u − uh

∗ , w − vh)−

−
[
a(uh

∗, v
h) − a∗(u

h
∗, v

h)
]
+
[
l(vh) − l∗(v

h)
]}

.

(41)Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (40)
lϕ(u − uh

∗) = a(u − uh
∗ , w) = a(u − uh

∗ , w − vh) + a(u − uh
∗ , v

h) =

= a(u − uh
∗, w − vh) + a(u, vh) − a(uh

∗, v
h) + a∗(u

h
∗, v

h) − l∗(v
h) =

= a(u − uh
∗, w − vh) +

[
a∗(u

h
∗, v

h) − a(uh
∗ , v

h)
]
+
[
l(vh) − l∗(v

h)
]
.Ïîñêîëüêó

‖u − uh
∗‖W ′ = sup

ϕ∈W

(ϕ, u − uh
∗)

‖ϕ‖W
= sup

ϕ∈W

lϕ(u − uh
∗)

‖ϕ‖W
,òî, ïîäñòàâëÿÿ ñþäà íàéäåííîå ïðåäñòàâëåíèå lϕ(u − uh

∗) è ïðèíèìàÿ âîâíèìàíèå, ÷òî vh ∈ Hh � ëþáàÿ, ïîëó÷èì (41).Òåîðåìà 5. Åñëè êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà (17) òî÷íà íà P̂2(k−1), è âû-ïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3, òî
‖u − uh

∗‖−s = O(hs+k+1), s = 0, 1, . . . , k − 2. (42)



222 Ëåêöèÿ 17Åñëè, ê òîìó æå, Ê(p̂) = 0 ∀ p̂ ∈ P̂2k−1, òî äîïîëíèòåëüíî
‖u − uh

∗‖−k+1 = O(h2k), (s = k − 1). (43)Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
a(wh, vh)−a∗(w

h, vh) = (a−a∗)(w
h, vh), l(vh)−l∗(v

h) = (l−l∗)(w
h, vh).Ïóñòü â (40) a(w, v) è l(v) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (6), à H = H1

0 . Òîãäàèç (41) ñëåäóåò, ÷òî
‖u − uh

∗‖−s 6 c sup
ϕ∈Hs

0

1

‖ϕ‖s
inf

vh∈Sh
k,0

[
‖u − uh

∗‖1‖w − vh‖1+

+
∣∣ (a − a∗)(u

h
∗, v

h)
∣∣ +

∣∣ (l − l∗)(v
h)
∣∣].Ïîëàãàÿ çäåñü vh = ih,s+1w ñ s+1 6 k è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3 î ñõîäèìîñòèïðè m = 2(k − 1) è òåîðåìó 12.4 îá îöåíêå èíòåðïîëÿöèè, áóäåì èìåòü

‖u − uh
∗‖−s 6 c sup

ϕ∈Hs
0

1

‖ϕ‖s

[
hk
(
‖u‖k+1 + ‖f‖W 2k−1

∞

)
hs+1‖w‖s+2+

+
∣∣ (a − a∗)(u

h
∗, ih,s+1w)

∣∣ +
∣∣ (l − l∗)(ih,s+1w)

∣∣].Â ñèëó òåîðåìû 14.2 ñïðàâåäëèâû àïðèîðíûå îöåíêè
‖w‖s+2 6 c ‖ϕ‖s è ‖u‖k+1 6 c ‖f‖k−1 (44)è, ñëåäîâàòåëüíî,
‖u − uh

∗‖−s 6 c
[
hs+k+1‖f‖W 2k−1

∞

+

+
|(a − a∗)(uh

∗, ih,s+1w)|
‖ϕ‖s

+
|(l − l∗)(ih,s+1w)|

‖ϕ‖s
] .

(45)Òåïåðü îöåíèì âëèÿíèå êâàäðàòóð. Íà÷íåì ñ ìëàäøåãî ÷ëåíà. Â ñèëóëåììû 3 ïðè m = k + s 6 2(k − 1) , k1 = k′
1 = s + 1, k2 = k′

2 = 0,
k̄1 = k̄2 = 0 è wh ≡ 1 ñ ‖wh‖L2(e(i)) =

√
h(i) èìååì

∣∣∣∣ E
(i)(fih,s+1w)

∣∣∣∣6 c hk+s+1‖f‖W k+s+1
∞ (e(i))

√
h(i)‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i)). (46)



3. Îöåíêè â ñëàáûõ íîðìàõ 223Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà Êîøè íàõîäèì, ÷òî
|(l − l∗)(ih,s+1w)| =

∣∣∣∣
N∑

i=1

E(i)(fih,s+1w)

∣∣∣∣6

6 c hk+s+1‖f‖W k+s+1
∞

N∑

i=1

(
h(i)
)1/2‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i)) 6

6 c hk+s+1‖f‖W k+s+1
∞

( N∑

i=1

(
‖ih,s+1w‖2

Hs+1(e(i))

)1/2
.Äëÿ îöåíêè íîðì, ñòîÿùèõ ïîä çíàêîì ñóììû, âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåí-ñòâîì òðåóãîëüíèêà è îöåíêîé (12.23) ïðè k = l = s + 1

‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i)) 6 ‖ih,s+1w − w‖Hs+1(e(i)) + ‖w‖Hs+1(e(i)) 6

6 c h‖w‖Hs+2(e(i)) + ‖w‖Hs+1(e(i)) 6 c ‖w‖Hs+2(e(i)).
(47)Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â ïðàâóþ ÷àñòü ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà, íàéäåì,÷òî

|(l − l∗)(ih,s+1w)| 6 c hk+s+1‖f‖W k+s+1
∞

‖w‖s+2,à ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïåðâóþ èç îöåíîê (42), áóäåì èìåòü
|(l − l∗)(ih,s+1w)| 6 c hk+s+1‖f‖W k+s+1

∞

‖ϕ‖s. (48)Òðåáóåìàÿ îöåíêà ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè (45) íàéäåíà.Îáðàòèìñÿ ê îöåíêå âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïðàâîé ÷àñòè (45). Çäåñü ðàñ-ñóæäåíèÿ íóæíî íåñêîëüêî âèäîèçìåíèòü ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññóæäåíèÿ-ìè, èñïîëüçîâàííûìè òîëüêî ÷òî. Åñëè ýòîãî íå ñäåëàòü, òî ìû çàéäåì âòóïèê: ïîÿâëÿþùàÿñÿ â ïðîöåññå îöåíîê âåëè÷èíà ‖uh
∗‖Hk(e(i)) ïðè k > 1÷åðåç èçâåñòíûå âåëè÷èíû ðàçóìíûì ñïîñîáîì îöåíåíà áûòü íå ìîæåò.Ïîýòîìó �óíêöèþ uh

∗ , �èãóðèðóþùóþ â (45), íóæíî çàìåíèòü íà ih,ku,ò.å. ñíà÷àëà âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé
∣∣ (a − a∗)(u

h
∗, ih,s+1w)

∣∣6
∣∣ (a − a∗)(ih,ku, ih,s+1w)

∣∣ +

+
∣∣ (a − a∗)(u

h
∗ − ih,ku, ih,s+1w)

∣∣ .
(49)Ïðè îöåíêå ïðàâîé ÷àñòè (49) òåïåðü óæå ñíîâà ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ëåì-ìîé 3, èáî ‖ih,ku‖Hk(e(i)) îöåíèâàòü ìû óìååì (ñì. (45)), à (uh

∗ − ih,ku) äî-ñòàòî÷íî îöåíèòü â H1(e(i)), òàê êàê ìàëà ñàìà ýòà �óíêöèÿ.



224 Ëåêöèÿ 17Èòàê, â ñèëó ëåììû 3 ïðè k1 = k′
1 = k, k2 = k′

2 = s+1, k̄1 = k̄2 = 0è
m = k + s 6 2(k − 1), (50)ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣∣ E
(i)
(
q ih,ku ih,s+1w

) ∣∣∣∣6

6 c hk+s+1‖q‖W k+s+1
∞ (e(i))‖ih,ku‖Hk(e(i))‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i)),à ïðè k1 = k′

1 = k − 1, k2 = k′
2 = s, k̄1 = k̄2 = 0 è òîì æå m = k + s

∣∣∣∣ E
(i)
(
p
d ih,ku

dx

d ih,s+1w

dx

) ∣∣∣∣6

6 c hk+s+1‖p‖W k+s+1
∞ (e(i))‖ih,ku‖Hk(e(i))‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i)).Îòñþäà, êàê è èç (46) íàõîäèì, ÷òî

∣∣ (a − a∗)(ih,ku, ih,s+1w)
∣∣6

6 c hk+s+1
(
‖p‖W k+s+1

∞

+ ‖q‖W k+s+1
∞

)
‖f‖k−1 ‖ϕ‖s.

(51)Äàëåå, ñíîâà â ñèëó ëåììû 3 ïðè m = k + s − 1, k1 = k, k′
1 = 1,

k2 = k′
2 = s + 1, k̄1 = k − 1, k̄2 = 0
∣∣ E(i)(q(uh

∗ − ih,ku)ih,s+1w)
∣∣6

6 c hs+1‖q‖W k+s−1
∞ (e(i))‖uh

∗ − ih,ku‖H1(e(i))‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i)),à ïðè m = k + s − 1, k1 = k − 1, k′
1 = 0, k2 = k′

2 = s, k̄1 = k − 1, k̄2 = 0
∣∣∣∣ E

(i)
(
p

d

dx
(uh

∗ − ih,ku)
d

dx
ih,s+1w

) ∣∣∣∣6

6 c hs+1‖p‖W k+s−1
∞ (e(i))‖uh

∗ − ih,ku‖H1(e(i))‖ih,s+1w‖Hs+1(e(i))è, ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣ (a − a∗)(u

h
∗ − ih,ku, ih,s+1w)

∣∣6
6 c hs+1

(
‖p‖W k+s−1

∞

+ ‖q‖W k+s−1
∞

)
‖uh

∗ − ih,ku‖1 ‖ϕ‖s.Èñïîëüçóÿ òåïåðü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, òåîðåìó 3 î ñõîäèìîñòè èòåîðåìó 12.4 îá îöåíêå èíòåðïîëÿöèè, íàéäåì, ÷òî
‖uh

∗ − ih,ku‖1 6 ‖uh
∗ − u‖1 + ‖u − ih,ku‖1 6 c hk‖u‖k+1.



4. Ïðèìåðû êâàäðàòóðíûõ �îðìóë è êâàäðàòóðíûõ ñõåì 225Êîìáèíèðóÿ ýòó îöåíêó ñ ïðåäûäóùèì íåðàâåíñòâîì, áóäåì èìåòü
∣∣ (a − a∗)(u

h
∗ − ih,ku, ih,s+1w)

∣∣6
6 c hk+s+1

(
‖p‖W k+s−1

∞

+ ‖q‖W k+s−1
∞

)
‖u‖k+1 ‖ϕ‖s.Ìû ïîëó÷èëè âñå ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó èîöåíêó (51) â (49), à ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè è îöåíêó (48) â (45), ñ ó÷å-òîì (50) ïîëó÷èì (42). Óòâåðæäåíèå (43) âûòåêàåò èç ïðåäøåñòâóþùåãîóòâåðæäåíèÿ, åñëè ïîëîæèòü s = k − 1 è, òåì ñàìûì, ïîòðåáîâàòü, ÷òî-áû èñïîëüçóåìûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû áûëè òî÷íû íà ìíîãî÷ëåíàõñòåïåíè 2k − 1.4. Ïðèìåðû êâàäðàòóðíûõ �îðìóëè êâàäðàòóðíûõ ñõåìÈç òåîðåìû 3, çàìå÷àíèÿ 3 è òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñîõðàíåíèÿâñåõ ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè êâàäðàòóðíûå ñõåìûÌÊÝ äîëæíû èñïîëüçîâàòüêâàäðàòóðû, òî÷íûå íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè m = 2k− 1, ãäå k � ñòåïåíüìíîãî÷ëåíîâ êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäà-þò êâàäðàòóðíûå �îðìóëû �àóññà, èìåþùèå k óçëîâ. Ïðèâåäåì íåñêîëüêîêâàäðàòóðíûõ �îðìóë �àóññà äëÿ îòðåçêà [0, 1]

k = 1 : Ŝ(ĝ) = ĝ(1/2);

k = 2 : Ŝ(ĝ) =
1

2

[
ĝ

(
− 1

2
√

3
+

1

2

)
+ ĝ

(
1

2
√

3
+

1

2

)]
; (52)

k = 3 : Ŝ(ĝ) =
5

18
ĝ

(
−1

2

√
3

5
+

1

2

)
+

4

9
ĝ

(
1

2

)
+

5

18
ĝ

(
1

2

√
3

5
+

1

2

)
.Ïîìèìî �îðìóë �àóññà çàñëóæèâàþò âíèìàíèå �îðìóëà òðàïåöèé, òî÷-íàÿ íà ëèíåéíûõ �óíêöèÿõ̂

S(ĝ) =
1

2
[ĝ(0) + ĝ(1)] . (53)Âîñïîëüçóåìñÿ êâàäðàòóðíûìè �îðìóëàìè (52), (53) äëÿ ïîñòðîåíèÿâåêòîðà íàãðóçêè è ìàòðèö æåñòêîñòè è ìàññû ëèíåéíîãî ýëåìåíòà. Ëè-íåéíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû èñïîëüçóþòñÿ ïðè îòûñêàíèè ïðèáëèæåííîãî



226 Ëåêöèÿ 17èç Sh
1 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1). Ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû â ýòîì ñëó÷àåçàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.8), à ñàìè �óíêöèè �îðìû � ñîîòíîøåíèåì(4.6). Â (4.6) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû èìåþò îäèíàêîâóþ äëè-íó, ðàâíóþ h. Åñëè äëèíû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íû è ñóòü h(i), òîäåëèòåëè h â �îðìóëå (4.6) íóæíî çàìåíèòü íà h(i). Âåêòîð íàãðóçêè îïðå-äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (6.25), à ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññû � ñîîòíî-øåíèÿìè (6.16) è (6.20), ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 3 è òåîðåìå4 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå uh ∈ Sh

1 , ïðè ïîñòðîåíèè êâàäðàòóðíûõ ñõåìÌÊÝ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïåðâóþ èç �îðìóë (52) èëè �îðìóëó (53),êîòîðûå òî÷íû íà ëèíåéíûõ �óíêöèÿõ. Èñïîëüçîâàíèå âòîðîé è òðåòüåé�îðìóë (52) ïðèâîäèò ê áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèè èíòå-ãðàëîâ, íî ýòî íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
uh
∗ ∈ Sh

1 , èáî ñàì �àêò ïðèíàäëåæíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ Sh
1 îãðà-íè÷èâàåò åãî òî÷íîñòü ïî îòíîøåíèþ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ u(x), íàïðèìåð,â íîðìå L2 âåëè÷èíîé O(h2).Áóäåì ñíàáæàòü îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðà íàãðóçêè è ìàòðèö æåñòêîñòè èìàññû, âû÷èñëåííûõ ïðè ïîìîùè �îðìóë (52) äîïîëíèòåëüíûì çíà÷êîìçâåçäî÷êà, à âåëè÷èíû, âû÷èñëåííûå ïðè ïîìîùè (53) � äâå çâåçäî÷êè.Èìååì

F (i)
∗ =

h(i)

2
fi−1/2

[
1
1

]
, K(i)

∗ =
pi−1/2

h(i)

[
1 −1

−1 1

]
,

M (i)
∗ =

h(i)qi−1/2

4

[
1 1
1 1

]
,

(54)
F (i)

∗∗ =
h(i)

2

[
fi−1

fi

]
, K(i)

∗∗ =
pi−1 + pi

2h(i)

[
1 −1

−1 1

]
,

M (i)
∗∗ =

h(i)

2

[
qi−1 0
0 qi

]
.

(55)



5. Çàìå÷àíèÿ î êâàäðàòóðíûõ ñõåìàõ â 2D 227Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä
pi−1/2

uh
i − uh

i−1

h(i)
− pi+1/2

uh
i+1 − uh

i

h(i+1)
+

+
1

2

(
h(i)qi−1/2

uh
i−1 + uh

i

2
+ h(i+1)qi+1/2

uh
i + uh

i+1

2

)
=

=
1

2

(
h(i)fi−1/2 + h(i+1)fi+1/2

)
,

pi−1 + pi

2

uh
i − uh

i−1

h(i)
− pi + pi+1

2

uh
i+1 − uh

i

h(i+1)
+

h(i) + h(i+1)

2
qiu

h
i =

=
h(i) + h(i+1)

2
fi.Åñëè ìàòðèöó æåñòêîñòè ýëåìåíòà âçÿòü èç (54), à ìàòðèöó ìàññû è âåê-òîð íàãðóçêè èç (55), òî ïîëó÷èì øèðîêî èçâåñòíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó

− 2

h(i) + h(i+1)

[
pi+1/2

uh
i+1 − uh

i

h(i+1)
− pi−1/2

uh
i − uh

i−1

h(i)

]
+ qiu

h
i = fi.Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì âñå ýòè ñõåìû èìåþò âòîðîé ïî-ðÿäîê òî÷íîñòè â ñìûñëå ñåòî÷íîé íîðìû Lh

∞ (‖v‖Lh
∞

:= max
i

|vi|) (ñð. ñòåîðåìîé 15.1).5. Çàìå÷àíèÿ î êâàäðàòóðíûõ ñõåìàõ â 2Dßñíî, ÷òî ïîâîäîâ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êâàäðàòóð ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìÌÊÝ â äâóìåðíîì ñëó÷àå åùå áîëüøå, ÷åì â îäíîìåðíîì. Òåîðåòè÷åñêàÿîñíîâà èõ èñïîëüçîâàíèÿ ëåæèò â óòâåðæäåíèÿõ, àíàëîãè÷íûõ ëåììàì 3è 5. Ìû íå áóäåì èõ äîêàçûâàòü è äàæå íå áóäåì �îðìóëèðîâàòü â îá-ùåì âèäå. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåóãîëüíûõ êîíå÷íûõýëåìåíòîâ k-îé ñòåïåíè óñëîâèå H-ýëëèïòè÷íîñòè (4) (èëè àíàëîã ëåììû5), îáåñïå÷èâàþùåå ðàçðåøèìîñòü ñåòî÷íîé çàäà÷è, áóäåò âûïîëíåíî, åñ-ëè êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà èìååò ïîëîæèòåëüíûå êîý��èöèåíòû è òî÷íàíà âñåõ ìíîãî÷ëåíàõ äî 2(k − 1) ñòåïåíè (êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå).×òî êàñàåòñÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè òàêîé êâàäðàòóðíîé ñõåìû ÌÊÝ, òî ååòî÷íîñòü â H1 íå óõóäøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàëåðêèíñêîé ñõåìîé, åñëè



228 Ëåêöèÿ 17èñïîëüçóåìûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, òî÷-íû íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè 2k − 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîõðàíèòü ñêîðîñòüñõîäèìîñòè è â H−k+1, òî÷íîñòü êâàäðàòóðíûõ �îðìóë íóæíî ïîâûñèòüíà åäèíèöó äî 2k − 1.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî êâàäðàòóðíûõ �îðìóë íà òðåóãîëüíèêå e, êîòî-ðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè ñõåì ÌÊÝ.1◦. Îäíîòî÷å÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà ñ óçëîì â öåíòðå òÿæåñòèòðåóãîëüíèêà. Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè ñóòü
ζ1 = ζ2 = ζ3 = 1/3,à âåñîâîé êîý��èöèåíò

ω = mes e.Ýòà �îðìóëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ ïåðâîé ñòåïåíè è ìîæåò áûòü èñ-ïîëüçîâàíà âìåñòå ñ êîíå÷íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì Sh
1 èç âîñüìîéëåêöèè.2◦. Òðåõòî÷å÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà ñ óçëàìè â âåðøèíàõ òðå-óãîëüíèêà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ζ1 = 1, ζ2 = 1, ζ3 = 1,è îäèíàêîâûìè âåñîâûìè êîý��èöèåíòàìè
ω = mes e/3.Ýòà �îðìóëà òàêæå òî÷íà íà P1(e).3◦. Ñåìèòî÷å÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà, øåñòü óçëîâ êîòîðîé ñîâïà-äàþò ñ óçëàìè êâàäðàòè÷íîãî ýëåìåíòà èç ëåêöèè 10, à ñåäüìîé ðàñïîëî-æåí â öåíòðå òÿæåñòè. Âåðøèíàì, ñåðåäèíàì ñòîðîí è öåíòðó òÿæåñòè,ñîîòâåòñòâåííî, îòâå÷àþò âåñîâûå êîý��èöèåíòû

ω = mes e/20, ω = 2mes e/5, ω = 9mes e/20.Ýòà �îðìóëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ òðåòüåé ñòåïåíè è ìîæåò áûòü èñ-ïîëüçîâàíà âìåñòå ñ êîíå÷íîýëåìåíòíûì ïðîñòðàíñòâîì Sh
2 .Ñóùåñòâóþò è áîëåå ïðîñòûå â íåêîòîðîì ñìûñëå �îðìóëû, òî÷íûå íà

P3(e). Èçâåñòíà ÷åòûðåõòî÷å÷íàÿ �îðìóëà, îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì,



5. Çàìå÷àíèÿ î êâàäðàòóðíûõ ñõåìàõ â 2D 229íî îäèí èç åå âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ îòðèöàòåëåí, è ïîýòîìó åå èñïîëü-çîâàíèå ïðè ïîñòðîåíèè ñõåì ÌÊÝ íåæåëàòåëüíî. Ó àíàëîãè÷íîé øåñòè-òî÷å÷íîé �îðìóëû óçëû ðàñïîëîæåíû íå òàê óäîáíî, êàê ó ñåìèòî÷å÷íîé(òðè â ñåðåäèíàõ ñòîðîí è òðè âíóòðè).Äðóãèå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû, òî÷íûå íà ìíîãî÷ëåíàõ áîëåå âûñîêîéñòåïåíè, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3℄, [12℄.Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î êâàäðàòóðíûõ �îðìóëàõ äëÿ ïðÿìîóãîëü-íûõ ýëåìåíòîâ. Îáðàòèì âíèìàíèå òîëüêî íà äâå �îðìóëû: îäíîòî÷å÷-íóþ �îðìóëó ñ óçëîì â öåíòðå ïðÿìîóãîëüíèêà, êîòîðóþ ìîæíî òðàêòî-âàòü êàê ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ �îðìóë ïðÿìîóãîëüíèêîâ, è ÷åòûðåõ-òî÷å÷íóþ �îðìóëó ñ óçëàìè â âåðøèíàõ, òðàêòóåìóþ êàê ïðîèçâåäåíèå�îðìóë òðàïåöèé. Îáå ýòè �îðìóëû òî÷íû íà áèëèíåéíûõ �óíêöèÿõ,à, ñëåäîâàòåëüíî, è íà ëèíåéíûõ. Ïðèìåíèì èõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòâå÷àþ-ùåé îïåðàòîðó Ëàïëàñà ìàòðèöû æåñòêîñòè (10.9) áèëèíåéíîãî ýëåìåíòà.Ïîñêîëüêó â (10.9) ïîä èíòåãðàëîì ñòîÿò êâàäðàòè÷íûå �óíêöèè, òî íàé-äåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë ìàòðèöû æåñòêîñòèáóäóò îòëè÷àòüñÿ îò òî÷íîé ìàòðèöû (10.10), ðàâíî êàê è ïîëó÷àåìûå ðàç-íîñòíûå àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò (10.11).Àïïðîêñèìàöèîííûå æå ñâîéñòâà ìåòîäà íàðóøàòüñÿ íå äîëæíû.Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîòî÷å÷íîé êâàä-ðàòóðíîé �îðìóëû äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ (10.9) âìåñòî (10.10)ìû ïîëó÷èì
K(i,j)

∗ =
1

4




1 1 −1 −1

1 1 −1 −1
−1 −1 1 1
−1 −1 1 1


 , (56)à ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷åòûðåõòî÷å÷íîé �îðìóëû �

K(i,j)
∗∗ =

1

2




2 −1 0 −1
−1 2 −1 0

0 −1 2 −1
−1 0 −1 2


 . (57)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ìàòðèöû ñîâñåì íå ïîõîæè íè ìåæäó ñîáîé, íè íàòî÷íóþ ìàòðèöó (10.10), â òî âðåìÿ êàê ïîðîæäàåìûå èìè ðàçíîñòíûå



230 Ëåêöèÿ 17àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà áëèçêè ê (10.11). Â ñàìîì äåëå, äëÿîäíîòî÷å÷íîé �îðìóëû ýòî
(

ux̄x + uȳy +
h2

2
ux̄xȳy

)
ij, (58)à äëÿ ÷åòûðåõòî÷å÷íîé �

(ux̄x + uȳy)ij. (59)Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì âñå ýòè àïïðîêñèìàöèè, âêëþ÷àÿ(10.11), èìåþò ïîãðåøíîñòü O(h2), à (59) äàæå ñîâïàäàåò ñ àïïðîêñèìàöè-åé èç (9.8), ïîðîæäåííîé ìàòðèöåé æåñòêîñòè (9.1) òðåóãîëüíîãî ëèíåé-íîãî ýëåìåíòà. Â òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì àïïðîêñèìàöèÿ (58) ñ÷èòàåòñÿïëîõîé. Ïëîõîé îíà ÿâëÿåòñÿ è ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, èáî ïîðîæäàþùàÿåå ìàòðèöà (56) èìååò ðàíã, ðàâíûé åäèíèöå, â òî âðåìÿ êàê ðàíã òî÷-íîé ìàòðèöû æåñòêîñòè (10.10), ðàâíî êàê è ìàòðèöû (57), ðàâåí òðåì.Ïîýòîìó ÿäðà ìàòðèö (10.10) è (56) ðàçëè÷íû, è íè î êàêîé îöåíêå òèïà(32) ðå÷è áûòü íå ìîæåò. Îäíîòî÷å÷íàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà îáåñïå-÷èâàåò äîñòàòî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ, íî îäíîãî óçëà íåäîñòàòî÷íî äëÿðàâíîìåðíîé H-ýëëèïòè÷íîñòè ïîëó÷àåìîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû.6. Óïðàæíåíèÿ1. Ïîñòðîèòü ìàòðèöû æåñòêîñòè, ìàññû è âåêòîðû íàãðóçêè èç (54) è(55).2. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàññìîòðåííûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû íà òðåóãîëü-íèêå â ñàìîì äåëå îáëàäàþò óêàçàííîé òî÷íîñòüþ.3. Ïîñòðîèòü ìàòðèöû æåñòêîñòè (56) è (57).
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